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ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ С
ИМПУЛЬСНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ. Часть 2
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ствия; выпуклость по переключению значений (разложимость).
Рассмотрены вопросы продолжаемости решений функционально-дифференциального
включения с полунепрерывной сверху правой частью и импульсными воздействиями.

Рассмотрим задачу Коши для функционально-дифференциального включения с им-
пульсными воздействиями, которая определена в части 1

ẋ ∈ Φ(x), (1)

∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, ...,m, (2)

x(a) = x0, (3)

В этой части будем считать, что правая часть включения (1) имеет выпуклые, выпук-
лые по переключению и ограниченные значения в пространстве суммируемых функций, а
сам оператор, порождаемый включением 1, вольтерров полунепрерывен сверху и переводит
каждое ограниченное множество пространства кусочно непрерывных функций в множе-
ство, ограниченное суммируемой функцией. Здесь исследование проводится не на основе
существования непрерывной ветви у полунепрерывного снизу многозначного отображения,
как в части 1, а на основе теоремы Какутани (см. [5]).

Л е м м а 1. Отображение Φ : C̃n[a, b] → Ω[S(Ln
1 [a, b])] замкнуто в слабой топологии

пространства Ln
1 [a, b] .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть xi → x в пространстве C̃n[a, b] , qi(∈ Φ(xi)) → q
слабо в пространстве Ln

1 [a, b] при i→∞ . Покажем, что q ∈ Φ(x). Так как qi → q слабо в
Ln

1 [a, b] , то для каждого i = 1, 2, . . . найдутся такие числа m(i) , λi
j > 0 , j = 1, 2, . . .m(i) ,

что
m(i)∑
j=1

λi
j = 1 и последовательность

βi =
m(i)∑
j=1

λi
jqj+i (4)

сходится к q в пространстве Ln
1 [a, b] (см. [2]). Пусть ε > 0 . Согласно полунепрерывности

сверху отображения Φ : C̃n[a, b] → Ω[S(Ln
1 [a, b])] , найдется такой номер I , что при всех

i > I выполняется вложение
Φ(xi) ⊂ (Φ(x))ε. (5)

Так как qi ∈ Φ(xi) , то из вложения (5) следует, что для любого i > I qi ∈ (Φ(x))ε. Так как
Φ(x) выпукло, то множество (Φ(x))ε также выпукло. Отсюда следует, что для любого i > I
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βi, определенное равенством (4), принадлежит множеству (Φ(x))ε. Поэтому q ∈ (Φ(x))ε,
так как ε > 0 – произвольное число, то из замкнутости множества Φ(x) следует, что

q ∈ Φ(x).

Лемма доказана.
Определим отображение Ã : C̃n[a, b] → Ω[C̃n[a, b]] равенством

Ã(x) = ΛΦ(x), (6)

где непрерывный оператор Λ : Ln
1 [a, b] → Cn[a, b] имеет вид

(Λz)(t) = x0 +

t∫
a

z(s)ds, t ∈ [a, b]. (7)

Л е м м а 2. Оператор Ã : C̃n[a, b] → Ω[C̃n[a, b]] , определенный равенством (6), замкнут
в пространстве C̃n[a, b] .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, согласно определению отображения Ã :
C̃n[a, b] → Ω[C̃n[a, b]] для каждого yi ∈ Ã(xi) , i = 1, 2, . . . , найдется такое zi ∈ Φ(xi) , что
выполняется равенство

yi = Λzi.

Так как последовательность zi, i = 1, 2, . . . , ограничена суммируемой функцией, то не
уменьшая общности можно считать, что zi → z слабо в пространстве Ln

1 [a, b] при i→∞.

Поэтому y = Λz. В силу леммы 1 z ∈ Φ(x) , а это означает, что y ∈ Ã(x). Лемма доказана.
З а м е ч а н и е. Так как сумма скачков является непрерывным оператором, то оператор

A : C̃n[a, b] → Ω[C̃n[a, b]] , определенный равенством

(Ax)(t) = Ã(x) +
m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆(x(tk)), (8)

является замкнутым.
Используя теорему Какутани (см. [5]), аналогично доказательствам теорем 1–4 части 1,

доказываются следующие утверждения.
Т е о р е м а 1. Найдется такое τ ∈ (a, b], что решение задачи (1)-(3) существует на

отрезке [a, τ ].
Т е о р е м а 2. Для того чтобы решение x : [a, c) → Rn задачи (1)-(3) было про-

должаемым на некоторый отрезок [a, τ ] (τ ∈ [c, b]), необходимо и достаточно, чтобы
lim

t→c−0
|x(t)| <∞.

Т е о р е м а 3. Если x — решение задачи (1)-(3) на [a, τ ], τ ∈ (a, b], то существует
непродолжаемое решение y задачи (1)-(3) либо на [a, c) (c ∈ (τ, b]), либо на [a, b] такое,
что при t ∈ [a, τ ] выполнено равенство y(t) = x(t).

Т е о р е м а 4. Если множество всех локальных решений задачи (1)-(3) априорно
ограничено, то существует такой выпуклый компакт K ⊂ C̃n[a, b] , что H(x0, b) ⊂ K,
A(K) ⊂ K, где отображение A : C̃n[a, τ ] → Ω[C̃n[a, τ ]] задано равенством (8), и для
любого τ ∈ (a, b) выполняется равенство H(x0, τ) = H(x0, b)|[a,τ ].

Из леммы 2 и замечания к ней вытекает
Т е о р е м а 5. Для любого τ ∈ (a, b] множество H(x0, τ) замкнуто.
Пусть M ⊂ Rn. Обозначим H(M, b) =

⋃
x∈M

H(x, b). Пусть H(x0) – множество всех

непродолжаемых решений задачи (1)-(3). Согласно теоремам 1, 3, непродолжаемое решение
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y ∈ H(x0) определено либо на некотором интервале [a, c) ⊂ [a, b] (c ∈ (a, b]) , либо на
отрезке [a, b] , причем, если y ∈ H(x0) определено на [a, c) , то, согласно теореме 2, имеет
место соотношение lim

t→c−0
|y(t)| = ∞. Далее, обозначим H(M) =

⋃
x∈M

H(x).

Аналогично определению априорной ограниченности решений задачи (1)-(3), определим
априорную ограниченность решений задачи (1)-(3) в случае, когда начальные условия (3)
принадлежат множеству M ⊂ Rn. При этом будем говорить, что задача (1)-(3) априорна
ограничена на множестве M.

Пусть M ⊂ Rn. Обозначим
|M | = sup

x∈M
|x|.

Пусть m > 0. Тогда для каждого решения y ∈ H(M) , у которого |y(a)| < m, определим
число

τ(y,m) = sup{d ∈ (a, b] : ∀ t ∈ [a, d] |y(t)| 6 m},

и функцию y|[a,τ(y,m)] , являющуюся сужением функции y ∈ H(M) на отрезок [a, τ(y,m)].
Далее, для каждого числа m и множества M ⊂ Rn определим множество

H(M,m) = {y|[a,τ(y,m)] : y ∈ H(M)}.

Множество H(M,m) может быть и пустым, если число m < |x| , для любого x ∈M.
О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что множество H(M,m) равностепенно

непрерывно, если для любого ε > 0 существует такое δ > 0 , что для любого k = 0, 1, . . . ,m
и любых t1, t2 ∈ (tk, tk+1)

⋂
[a, τ(y,m)] 6= ∅, удовлетворяющих неравенству |t1 − t2| < δ ,

выполняется неравенство
|y(t1)− y(t2)| < ε

для любого y ∈ H(M,m).
О п р е д е л е н и е 2. Пусть M ⊂ Rn – ограниченное множество. Будем говорить,

что множество всех непродолжаемых решений задачи (1)-(3) на множестве M (H(M) )
равностепенно непрерывно, если для любого m > |M | множество H(M,m) равностепенно
непрерывно.

Л е м м а 3. Для каждого ограниченного множества M ⊂ Rn множество всех непро-
должаемых решений задачи (1)-(3) на множестве M равностепенно непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть m > |M |. Тогда множество

V(H(M,m)) =
⋃

y|[a,τ(y,m)]∈H(M,m)

Vτ(y,m)(y|[a,τ(y,m)]) ⊂ C̃n[a, b] (9)

ограничено, согласно определению отображения Vτ : C̃n[a, τ ] → C̃n[a, b] (см.(5)). Поэто-
му образ Φ(V(H(M,m))) ограничен суммируемой функцией, а так как все «производ-
ные решения» (функции q ∈ Ln

1 [a, τ ] в представлении решения на отрезке [a, τ ] (см. (6)))
принадлежат этому образу, то они ограничены одной и той же суммируемой функцией
на соответствующем промежутке, на котором определено это решение. Так как «скачки»
решения не нарушают равностепенной непрерывности на соответствующем промежутке
(tk, tk+1)

⋂
[a, τ(y,m)] 6= ∅, k = 1, 2, . . . ,m, y|[a,τ(y,m)] ∈ H(M,m) , то множество H(M,m)

равностепенно непрерывно. Лемма доказана.
Т е о р е м а 6. Если задача (1)-(3) априорно ограничена, то найдется такое δ > 0 ,

что задача (1)-(3) априорно ограничена на шаре B[x0, δ].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда найдется такая последова-

тельность xi → x0 в пространстве Rn при i → ∞ , для которой при каждом i = 1, 2, . . .
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найдется τi ∈ (a, b] и yi ∈ H(xi, τi) , что

|yi(τi)| > d+ i, (10)

где d > 0 некоторая константа. Продолжим решение yi ∈ H(xi, τi) до непродолжаемо-
го решения. Это продолжение обозначим y∗i ∈ H(xi). Пусть τ∗i ∈ (a, b] – правый конец
интервала, на котором определено решение y∗i ∈ H(xi). Пусть τ∗ = lim

i→∞
τ∗i . Далее, не

уменьшая общности считаем, что τ∗ = lim
i→∞

τ∗i . Очевидно, что τ∗ ∈ (a, b]. Кроме того, из

определения числа τ∗ следует, что для любого числа β ∈ (0, τ∗ − a) бесконечное множе-
ство функций y∗i ∈ H(xi), i = 1, 2, . . . ограничены на отрезке [a, a + β] и сужения этих
функций на отрезок [a, a+ β] в пространстве C̃

n
[a, a+ β] ограничены. Не уменьшая общ-

ности, будем считать, что вся последовательность y∗i ∈ H(xi), i = 1, 2, . . . ограничена на
любом отрезке [a, a + β] ( β ∈ (0, τ∗ − a) ). Из оценки (10) следует, что найдется такая
последовательность di ∈ (a, τ∗), i = 1, 2, . . . , что di → τ∗ и lim

i→∞
|yi(di)| = ∞. Так как,

согласно лемме 3, множество функций y∗i ∈ H(xi), i = 1, 2, . . . равностепенно непрерыв-
но на любом отрезке [a, a + β] ( β ∈ (0, τ∗ − a) ), то известным диагональным процессом
можно выделить из последовательности y∗i ∈ H(xi), i = 1, 2, . . . сходящуюся на каждом
отрезке [a, a + β] ( β ∈ (0, τ∗ − a) ) подпоследовательность. Не уменьшая общности, будем
считать, что сама последовательность y∗i ∈ H(xi) сходится на каждом из этих отрезков.
Пусть y∗ : [a, τ∗) → Rn – предел этой последовательности. В силу того, что оператор
A : C̃n[a, b] → Ω[C̃n[a, b]] , определенный равенством (8), замкнут (см. лемму 2 и замечание
к ней), то любое сужение функции y∗ : [a, τ∗) → Rn на отрезок [a, a+ β] ( β ∈ (0, τ∗ − a) )
– решение задачи (1)-(3) на отрезке [a, a+ β] . Далее, покажем, что

lim
t→τ∗−0

|y∗(t)| = ∞. (11)

Предположим противное. Тогда функция y∗ : [a, τ∗) → Rn ограничена на [a, τ∗). Пусть для
любого t ∈ [a, τ∗) |y∗(t)| < k. Зафиксируем m > k. Тогда, в силу равностепенной непре-
рывности множества H(M,m) (см. (9)), где M = {xi, i = 1, 2, . . .} , для положительного
числа m−k найдется такое число δ > 0 , что для любого y ∈ H(M,m) и любых t1, t2 при-
надлежащих соответствующим интервалам, выполняется неравенство |y(t1)−y(t2)| < m−k.
Не уменьшая общности, будем считать, что все di ∈ (τ∗ − δ, τ∗) и |yi(di)| > m. Выберем
I столь большим, что для любого i > I и любого t ∈ [a, d1] выполняется |yi(t)| < k. Так
как |yi(di)| > m , то имеет место неравенство

|yi(d1)− yi(di)| > m− k,

но это противоречит выбору числа δ. Таким образом, равенство (11) доказано, но это про-
тиворечит априорной ограниченности задачи (1)-(3). Поэтому утверждение теоремы спра-
ведливо. Теорема доказана.
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